IIT Familles sommables

IIT.A  Questions de cours :

* Montrer que si D est dénombrable et D’ est au plus dénombrable alors Du D’ est au plus dénombrable ?
* Montrer que N? est dénombrable

* Montrer que le support d’une famille sommable est dénombrable.

ITI.B Exercices :

Exercice 1: *

’
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Montrer, en utilisant le cours sur les familles sommables, que si 2,2’ € C, e*T* =

.
Exercice 2: **

On note d(n) le nombre de diviseurs de n € N*. Montrer que

(&

Exercice 3: ***

Montrer que I’ensemble des points de discontinuités d’une fonction croissante de R dans R est au
plus dénombrable.
Indication : on pourra commencer par regarder le cas d’un segment.
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Exercice 4: *

sip>gq, upg=0,
Etudier Z Up,q OU {VPEN, wup, =1,
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Exercice 5: **** (Théoréme de Mertens)
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On suppose que Y, u, est absolument convergente de somme S, et que (v,) converge vers L ou u
et v désignent des suites complexes.

1. Montrer que w,, = ZZ=O UV, — tend vers LS.

2. Maintenant, on suppose >, u, absolument convergente et > v, convergente, on note U et V'
leurs sommes. Montrer que Y w,, converge et que Y, w, = UV. C’est le théoréme de Mertens.

Exercice 6: *
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Calculer la somme suivante en justifiant son existence : S = Z Z o

n=0k=n
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Exercice 7: **

On dit qu’un réel z est un nombre algébrique s’il existe d € N* et des entiers relatifs ag, ..., aq
avec aq # 0 tels que
agx® + -+ a1z +ag = 0.

Le plus petit entier d vérifiant cette propriété est alors le degré de .

1. Quels sont les nombres algébriques de degré 17
2. Démontrer que I’ensemble des nombres algébriques de degré d est au plus dénombrable.

3. Démontrer que ’ensemble des nombres algébriques est dénombrable.

Exercice 8: *** (Formule de Wald)

Soit (X, )nen# une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace 2 identiquement
distribuées a valeurs dans N et (admettant un moment d’ordre 1) ayant une espérance finie.

Soit N une variable aléatoire & valeurs dans N (admettant un moment d’ordre 1) ayant une
espérance finie.

On suppose que (N, Xq,...,X,,...) sont mutuellement indépendantes et on note S,, = 3" | X;.
Montrer

E(Sn) = E(X1)E(N).
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Exercice 9: *

Démontrer l'existence et calculer Z(p’ Q)eNxN* m-

Indication : Procéder par décomposition en éléments simples.
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Exercice 10: *

Etudier la sommabilité de la famille (_q},)p ol p,q = 2.
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